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A gömbhéj modellnek nagy el®nye a folytonos eloszlású modellekkel
szemben, hogy a dinamikája lényegében leírható egy eektív radiális
potenciállal, hiszen a gömbszimmetria és az innitezimális vastagság
miatt a feladat 1-dimenziós problémává redukálódik. Egy ilyen rend-
szer az eektív potenciál segítségével szinte automatikusan kvantálható
[8]. Ilyen szemi-klasszikus kvantálással vizsgálható az el®z®ekben emlí-
tett elektron modell is [6], de alapvet®en fontos eredmények adódnak
porhéj gravitációs összeomlásának esetében a centrális szingularitással
kapcsolatban. Kiderül ugyanis, hogy a kvantált gömbhéj megtalálási
valószín¶sége nem koncentrálódik a centrumba, annak ellenére, hogy
klasszikusan összeomolna a rendszer [9]. Gravitációs rendszerek szemi-
klasszikus kvantálása természetesen közelebb vihet minket a kvantum-
gravitáció megértéséhez is.
Kvark-gluon anyag
Manapság a legnagyobb kísérletek egyike a kvark-gluon plazma keresé-
se gyorsítókban. Az anyagnak ez a halmazállapota elképzeléseink sze-
rint a természetben két helyen fordulhat el®, a korai Univerzumban
és a feltételezett kvark-csillagokban. Ez utóbbiak a neutroncsillagok-
nál is s¶r¶bb égi objektumok, amelyek lényegében egy nagy hadronnak
tekinthet®k. Világos, hogy az ilyen rendszerek vizsgálatában a gravi-
táció nem elhanyagolható. A hadronok leírására szolgáló zsákmodell
[10, 11] kombinálva a relativisztikus héj formalizmussal alkalmas arra,
hogy megvizsgáljuk egy ilyen makroszkopikus kvark-gluon anyag sta-
bilitását [12].
Szupernóva robbanás
A szupernóva robbanás az Univerzum egyik leglátványosabb jelensége,
melyben egy csillag egyik percr®l a másikra fényesebbé válhat, mint
egy egész galaxis, ráadásul a sugárzás csak kis része a felszabaduló
energiának. A jelenség elméleti tárgyalása azonban bonyolult, nume-
rikus szimulációt igényel, és a zika számos területének eredményei-
re támaszkodik. Bizonyos rész folyamatok és eektusok megértésében,
vagy a mérési eredmények kiértékelésében azonban sokszor segíthet egy
végletekig leegyszer¶sített héjmodell is [13, 14].
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Egzotikus csillagmodellek
Különféle gömbszimmetrikus térid®k összeillesztésével olyan egzotikus
modelleket is konstruálhatunk mint a gravastar. A gravastar egy hi-
potetikus csillagmodell amelyet azért konstruáltak, hogy a fekete lyuk
alternatívája legyen. A gravastar centrumában a térid® de Sitter-szer¶,
amely a szokásos küls® Schwarzschild vákuumhoz olymódon kapcsoló-
dik, hogy a konstrukció elkerüli az eseményhorizont kialakulását. Dol-
gozatunk külön fejezetben foglalkozik a gravastar modellel, ezért a téma
b®vebb kifejtését ott találjuk.
Szingularitások vizsgálata
Gravitációs kollapszus során alapvet®en kétféle szingularitás alakulhat
ki. Az egyik a központi szingularitás, amelybe beleomlik az anyag, a
másik pedig az ún. akusztikus szingularitás1 [15, 16] amikor a szomszé-
dos rétegek összetorlódnak és keresztezik egymást. Ez az utóbbi jelen-
ség folytonos modellekben is el®fordul [17]. Az els® egy sokkal er®sebb
jelleg¶ szingularitás, amikor a szingularitásban végz®dnek a világvona-
lak, azaz tovább nem folytathatók. Az akusztikus szingularitás esetében
bizonyos feltételek mellett folytathatók a világvonalak. Mindkét fajta
szingularitás dinamikája jól tanulmányozható héjak segítségével. Meg-
vizsgálható például, hogy milyen eektus kell ahhoz, hogy megálljon
a kollapszus [18]. Kiderül, hogy a kvantummechanikai Casimir eek-
tus például megállítja [19]. Az akusztikus szingularitás vizsgálatában
a héjak szintúgy alkalmazhatók, nagyon természetes módon, és ehhez
a témához a disszertációban található új eredmények egy része szintén
hozzátesz majd.
Fekete lyukak vizsgálata
A tudomány egyik legnagyobb áttörése a kvantumgravitáció elmélete
lehetne, amely a kvantummechanikát és az általános relativitáselméle-
tet koherensen ötvözné egybe. A klasszikus általános relativitáselmélet
érvényességi határa a Planck-skála, azonban ez nem jelenti azt, hogy
csak Planck-skála méret¶ objektumok esetén szenved csorbát az elmé-
let alkalmazhatósága. Jól ismert, hogy tetsz®leges méret¶ fekete lyukak
eseményhorizontja közelében már inkonzisztenciák lépnek fel a kvan-
tummechanikával, lásd például: információs paradoxon. Ezért különö-
sen fontos az esemény horizonthoz kapcsolódó eektusok vizsgálata,
1Angolul a shell-crossing elnevezés használatos a legtöbb helyen.
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mint például a Hawking-sugárzás, még akkor is, ha azok egyel®re csak
szemi-klasszikus elméletekkel írhatók le. A fekete lyuk bels® struktú-
rájának és végállapotának megértéséhez (amely utóbbi kapcsolódik az
el®z® pontban említett központi szingularitáshoz) ugyancsak elenged-
hetetlenül szükséges egy Planck-skálán érvényes elmélet. A héj forma-
lizmus ezeken a területeken is lehet®séget ad fontos vizsgálatokra és
megállapításokra [20, 21, 22, 23, 24, 25].
Kritikus kollapszus
A kritikus kollapszus egy fázisátalakuláshoz nagyon hasonló jelenség
az általános relativitáselmélet kezd® adatainak terében. Röviden össze-
foglalva skála-invariancia mutatkozik a dinamikában a kezd® adatok
terében lév® azon felületnek a közelében, amely elválasztja egymástól a
fekete lyuk végállapotra vezet® adatokat, a diszperzálódó végállapotra
vezet® adatoktól. A skála-invariancia következménye továbbá, hogy a
kialakuló fekete lyuk tömege hatványfüggvény szerinti viselkedést mu-
tat az említett felület közelében. A kritikus kollapszus jelensége több-
nyire csak numerikusan vizsgálható, és a fenti viselkedés igazolásához
sok rendszer szimulációjára van szükség. Ahhoz hogy egyetlen vékony
héjjal vizsgáljuk a kritikus kollapszus jelenségét, olyan héjra van szük-
ségünk, amely energiát sugároz, mert egyébként a kialakuló fekete lyuk
tömege mindenképpen a héj teljes tömege lenne. Sugárzó héjak a Va-
idya megoldás segítségével írhatók fel [26, 27, 28], és kiderül hogy ez a
nagyon egyszer¶ modell is mutatja a kritikus jelenséget [29], ráadásul
analitikusan számolható, ami jelent®s eredmény, hiszen ezáltal jobban
megérthetjük az eektus természetét.
Féreglyukak
A féreglyukak olyan nem triviális topológiájú megoldásai az Einstein-
egyenleteknek, amelyek átjárást biztosítanak az Univerzum két távoli
aszimptotikusan sík tartománya között. A megvalósításához egzotikus
anyagra van szükség, ugyanakkor egyes modellekben a kvantum uktu-
ációk miatt a Planck-skálán spontán módon folyamatosan létrejönnek
és elt¶nnek mini féreglyukak. A féreglyukak legegyszer¶bben innite-
zimális héjakkal modellezhet®k, és ez úgy érhet® el, hogy a héj mind-
két oldalára küls® térid®t helyezünk. Egy ilyen modellben az egzotikus
anyag a héjra koncentrálódik. Az egyik f® kérdés ezekkel a hipotetikus
objektumokkal kapcsolatban a stabilitás [30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37].
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Nagyskálás buborékok
Az Univerzum feltérképezésére szolgáló jelenlegi nagy skálás mérések
a nem olyan régen még szinte csak lozokus kérdéseket tárgyaló koz-
mológiát precíziós kísérleti tudománnyá alakították. A mérési adatok
alapján a galaxisok eloszlása lamentumok mentén s¶r¶södik és nagy
kiterjedés¶ ritka tartományok fordulnak el® benne. A nagy skálás dina-
mika vizsgálata N-test szimulációval rendkívül er®forrás igényes, még
abban az esetben is, ha egy galaxist egyetlen tömegpontként kezelünk.
A ritka tartományok dinamikája azonban egy egyszer¶sített héjmodell
segítségével is megvizsgálható. Természetesen a vizsgált tartományok
nagy mérete miatt a héjakat kozmológiai modellekbe kell beépíteni,
mint például a FriedmannRobertsonWalker térid® [38, 39, 40].
Buborék inációs modellek
Az ®srobbanás standard modelljének ismert problémáit magyarázó inf-
láció fellépte ma már általánosan elfogadott. Létrejöttének az okára és
módjára azonban rengeteg különböz® modell létezik, amelyek között
szerepelnek a buborék inációs modellek is [41, 42, 43, 44, 45, 46, 47].
Ezek szerint a látható Univerzum nem más, mint egy fázisátalakulás
során kialakuló expandáló buborék, amely a folyamat kezdetén jól kö-
zelíthet® egy gömbbel.
Brán kozmológiák
A brán-elméletek szerint az Univerzumunk nem más mint egy maga-
sabb dimenziós térid®ben lév® 4-dimenziós felület [48]. A gömbhéjak
dinamikájának magasabb dimenzióra általánosított egyenletei tehát al-
kalmasak egy ilyen izotróp Univerzum fejl®désének leírására [49, 50, 51].
A brán-elméletek el®nye, hogy természetes megoldást kínálnak több is-
mert problémára, mint például a hierarchia-problémára, hogy miért
olyan gyenge kölcsönhatás a gravitáció, illetve a sötét anyagra2, ugyan-
is annak hatását a magasabb dimenzió görbültsége magyarázhatja.
A fentiekben felsorolt különböz® rendszerek dinamikája lényegében
ugyanazokkal az egyenletekkel írhatók le. Annak ellenére azonban, hogy
gömbhéjak számos területen alkalmazhatók, és bonyolult folytonos problé-
mákat is közelíthetünk diszkrét héjakkal, nagyon kevés munka irányult eddig
2A sötét anyag olyan anyagfajta, amely közvetlenül nem gyelhet® meg, mert sugárzást
nem bocsát ki és nem nyel el, jelenlétére csak gravitációs hatásából következtethetünk.








Ebben a fejezetben összefoglaljuk az általános relativitáselmélet keretein
belül a szakadási felületek esetében alkalmazható illesztési egyenleteket. Két
féle szakadási felületet szokás megkülönböztetni az alábbiak szerint. Abban
az esetben, amikor a s¶r¶ségnek véges ugrása van, szimplán határfelületr®l
beszélünk, ez a helyzet például egy lökéshullám esetén. Amikor pedig a s¶r¶-
ség végtelenné válik, innitezimálisan vékony héjról beszélünk, amely véges
felületi energias¶r¶séggel rendelkezik. Ez utóbbi eset innitezimalitása miatt
természetesen egy idealisztikus határesetet, amely a valóságban precízen véve
nem létezik, mégis egy nagyon jól alkalmazható modell, és ez utóbbi esetet
fogjuk részletesebben tárgyalni a dolgozatban.
El®ször tetsz®leges id®szer¶ határfelületek és innitezimálisan vékony id®-
szer¶ héjak dinamikáját leíró egyenleteket tárgyaljuk, majd részletesen kité-
rünk a gömbszimmetrikus esetre, azon belül is külön vizsgáljuk a vákuumban
mozgó héjat, amikor a héj mindkét oldalán vákuum térid®k helyezkednek el.
Figyelmet fordítunk arra is, hogy a dinamikai leírás a horizonton átmenve
folytatható legyen, ezért a Schwarzschild koordináták mellett az Eddington
Finkelstein koordinátákban való leírásra is kitérünk, melynek nincs koordi-
náta szingularitása a horizonton. Megmutatjuk továbbá, hogy a héj anyagát
alkotó anyag állapotegyenletét®l hogyan függ a héj dinamikája, vizsgájuk a
leggyakoribb állapotegyenleteket, és külön összefoglaljuk a por héj lehetsé-
ges mozgástípusait. Jellemezzük az egyensúlyi állapotokat és a fejezet végén
megadjuk a newtoni közelítésben érvényes egyenleteket is.
2.1. Általános illesztési egyenletek
Az alábbiakban az Israel-féle illesztési feltételeket foglaljuk össze [53],
amelyek szorosan kapcsolódnak Lánczos [55, 56], Sen [54], Darmois [57],
O'brien és Synge [58], Lichnerowicz [59], Taub [60] és Dautcourt [61] korábbi
eredményeihez. Az eredeti módszer a GaussCodazzi formalizmus segítségé-
vel illeszti a metrikát [53, 64, 65, 62, 63, 66, 67, 68], illetve töltött héjra
általánosítva [69, 70, 71], ezt követjük mi is, azonban megjegyezzük, hogy
ezek az eredmények több különböz® módszerrel is levezethet®k, többek kö-
zött disztribúciók használatával [72, 73, 74, 75], vagy variációs ill. Hamilton
formalizmussal [76, 77, 78, 79, 80, 81], vastag héjból való határátmenetet
képezve [82, 83] illetve folytonos koordináták bevezetésével [84].
Célunk szakadási felületek illesztési egyenleteinek tárgyalása. Az általá-
nos relativitáselmélet keretein belül azonban mindig térid®-sokaságokról kell
értekeznünk, ezért úgy járunk el, hogy kett® peremes térid®-sokaság egy-
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Ebben a fejezetben összefoglalásra kerültek a transzparens ütközésre vo-
natkozó egyenletek amelyek nem új eredmények, attól eltekintve, hogy a leve-
zetés kicsit részletesebb, mint az idézett [67] cikkben. A rugalmatlan ütközés
egyenletei és fenti levezetésük azonban nem szerepeltek még az irodalomban.




4.1. Két héj mozgása
A 2. fejezetben megadtuk egy héj mozgásának leírását, különféle id®koor-
dinátákban. Nyomon tudjuk követni a héj mozgását a sajátidejének vagy bár-
melyik határoló Schwarzschild térid® idejének függvényében. Ahhoz azonban,
hogy két héj egymáshoz viszonyított mozgását le tudjuk írni, szükség van egy
közös (lehet®leg monoton) paraméterre, amelynek függvényében mindkét héj
mozgása nyomon követhet®. A közös paraméternek legtermészetesebb módon
a két héj közötti térid® valamely id®koordinátája választandó (Schwarzschild
vagy Eddington). 16 Egy ilyen közös paraméter választása lényegében egyfajta
szinkronizációnak felel meg, vagyis az id® paraméter deniálásával egyidej¶-
leg egyidej¶séget is deniálunk a két héj között. Ebb®l adódóan különböz®
id® paraméterek szerint ábrázolva más és más a héjak relatív mozgása. Üt-
közés vagy áthatolás esetén viszont a találkozás helye nem függhet attól,
hogy milyen id® paramétert választottunk a leíráshoz. Megjegyezzük továb-
bá, hogy minekutána az egyidej¶séget deniáltuk, áttérhetünk bármilyen más
monoton változóra is, például valamelyik héj sajátidejének függvényében is
ábrázolhatjuk a héjak mozgását, vagy valamelyik héj sugarának a függvényé-
ben, ez utóbbi is lehet monoton, ha például a kezd® adatokból feltételezhet®,
hogy kollapszus történik.
Most tegyük fel, hogy a rendszerünk N darab héjat tartalmaz. N > 2
héj leírása esetén is választanunk kellene egy közös paramétert, azonban két
héj közötti térid® ideje csak a két szomszédos héj szinkronizációjához al-
kalmazható közvetlenül. Egyik térid® ideje se alkalmas arra, hogy az összes
héj mozgását automatikusan annak függvényében írjuk le. Viszont az összes
héjat szinkronizálhatjuk, ha az egymással szomszédos héjakat rendre páron-
ként szinkronizáljuk. Az ilymódon deniált szinkronizálás a teljes rendszer-
re ugyancsak függ attól, hogy Schwarzschild vagy Eddington koordinátákat
használunk. Ugyanakkor az esetleges ütközések helye továbbra is független
kell legyen ett®l a választástól, hiszen két héj találkozásakor egy helyen és
egy id®ben vannak az ütköz® héjak minden vonatkoztatási rendszerben.
4.2. Kezd® adatok
Egy héjrendszer kezd® adataihoz tartozik a központi tömeg paraméter,
amelyet mközp -el jelölünk, és az egyes héjak kezd® adatainak összessége:
16Fontos megjegyezni, hogy a két héj sajátidejei különböznek egymástól és különböz®
módon telnek. Ezt nem szabad elfelejteni, [68] például ezt gyelmen kívül hagyta, és ezért
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8. ábra. Héjrendszer radiális tömegközéppontjának mozgása. A fenti ábrán az
(a), (b) és (e) rendszer közép sugarának relatív változása van ábrázolva a legbels®
Minkowski tartomány idejének függvényében, amelyet tc-vel jelöltünk. A referencia
annak a héjnak a mozgása, ami akkor alakulna ki, ha a az ütközések nem transz-
parensek lennének, hanem teljesen rugalmatlanok, és így az els® fókuszpont után
az összes héj összeütközne, és egy héjként mozogna tovább. Az eltérés az egyes
rendszerek között elég kicsi a héjrendszer szélességéhez viszonyítva, csak a horizont
felé (az ábra jobb széle) kezd jelent®sebben n®ni az eltérés.
Az 5657. oldalon látható ábrák összehasonlításából sokmindent megál-
lapíthatunk. El®ször azonban megemlítjük, hogy ismert tény, miszerint foly-
tonos modellekben is el®fordul az ún. shell-crossing szingularitás névvel jel-
lemzett jelenség, amikoris két szomszédos réteg átmegy egymáson. Folytonos
modellben, amikor két réteg átmegy egymáson, akkor a közöttük lév® réte-
gek már korábban keresztezték egymást, vagy egyszerre fókuszálódnak, és így
végtelen nagy felületi s¶r¶ség alakul ki. A fenti ábrákon héjrendszert hasz-
nálva is azt látjuk, hogy az egymás közeléb®l nyugalomból indított héjak
nemcsak ütköznek, hanem a szomszédos rétegek össze is torlódnak és szinte
egy pontban egyszerre ütköznek egymással. Megjegyezzük, hogy minél több
héjat használunk annál inkább egy pontba fókuszálódnak, ahogy a (c) ábrán
is látszik. A shell-crossing szingularitást néhány helyen akusztikus szingula-
ritásnak is nevezik, a fenti tulajdonság miatt ez az utóbbi találóbb elnevezés.
A fenti ábrákon végignézve azt tapasztalhatjuk szembet¶n®en, hogy a refe-
rencia rendszerhez képest a különböz® eltérések a kezd® adatokban a szimpla
egyenletes eloszláshoz képest minden esetben kivétel nélkül diszperziót okoz-




10. ábra. Rés hosszú távú fejl®dése. Ezen az ábrán a 9. ábra jobb föls® sarkában
lév® rendszer hosszabb távú id®fejl®dését láthajuk.
szerb®l kiveszünk egy héjat, és összehasonlítjuk a mozgást az eredeti egyen-
letes eloszláshoz tartozó mozgással. Vizsgáljuk a rés ellentettjét is, amikor
az egyik héj tömegét megnöveljük, jelen esetben kétszeresére. A megnövelt
tömeg¶ héjakat az ábrákon dupla vonalvastagsággal ábrázoljuk. Láthatjuk,
hogy egyetlen héj elvétele, vagy hozzátétele a rendszerhez, jelent®sen meg-
változtatja a héjrendszer bels® mozgását és eloszlását. A változás szemmel
láthatóan drasztikus, pedig a változás egy rés esetén a tömegben csupán 1%-
os. Rés esetén az láthatjuk, hogy a rés kiszélesedik, és a rés széléhez közeli
héjak picit összes¶r¶södnek és a rés körül egy kéreg keletkezik. Az antirés
esetén azt láthatjuk, hogy a szomszédos héjak oszcillálni kezdenek a nagyobb
tömeg¶ héj körül. Az antirés hatása, azonban jóval kisebb a s¶r¶ségeloszlást
tekintve az ábrák alapján, lásd középs® sor. Ugyanakkor egyenletesen elosz-
tott rések vagy antirések hosszú távon hasonló csomósodásokat hoznak létre
a rendszerben.
A 10. ábrán a fenti esetekb®l ábrázoltuk azt, amelyikben az 51. héjat vet-
tük ki, csak jóval hosszabb ideig, és minden héjat eltér® színnel ábrázoltunk,
így sokkal jobban látszik, hogy miként változik az héj belsejének és szélei-
nek egymáshoz viszonyított helyzete az id®fejl®dés során. Láthatjuk például,
hogy a kezdeti rendszer széle hosszú id® után a bels® üreg szélére kerül. Az
üreg tehát kifordul, és egyúttal meg is vastagszik.
4.4.3. Vastag héjak diszperziója
Az el®z® két alfejezetben megismerkedhettünk a héjrendszerek alapvet®
tulajdonságaival. Láthattuk, hogy egyenletes eloszlás esetén a héjak oszcillá-
ciót végeznek a radiális tömegközéppont körül, és csomópontokba fókuszálód-
nak a héjak, amik létrehozzák az akusztikus szingularitást. De azt is láttuk,










































11. ábra. Vastag héjak szimulációja és a radiális diszperzió id®fejl®dése. A jobb
láthatóság kedvéért a fenti grakonokon balról jobbra halad az id®. A vizsgált rend-
szer 100 héjból áll és teljes tömege a Föld tömegének ötszöröse. Központi tömeg
nincsen. A rendszer kezdeti radiális eloszlása Gauss-eloszlás, 50000 CSE átlagsugár
körül. Az id®fejl®dés során a szürke tartomány határa jelöli a rendszer radiális szó-
rásának változását, a kezdeti radiális szórás tehát leolvasható a szürke sáv tengely-
metszetér®l. A radiális kezd®sebesség eloszlása ugyancsak Gauss-eloszlás, melynek
középértéke zérus és szórása 0.01. Az (a) grakonon a rendszer por héjakból áll,
azaz a kinetikus energiát teljes egészében a radiális sebességek adják. A (b) gra-
konhoz tartozó rendszerben a kinetikus energiát a viriáltétel szerint megosztjuk a
radiális sebesség és a homogén lineárisnak feltételezett állapotegyenlet között, így
a radiális kezd®sebesség éppen harmada az (a) rendszerhez tartozó adatoknak.
kiszélesednek és felbomlanak, ugyanakkor az is látszik, hogy az egymáshoz
közel haladó héjak szeretnek összes¶r¶södni, és ezért fonalas szerkezet alakul
ki. Továbbra is kérdés tehát, hogy a valóságos vastag héjak esetében fellép-e
az akusztikus szingularitás, vagy sem. Az el®z® alfejezet tapasztalati alap-
ján, most azt vizsgáljuk, hogyha különféle perturbáló hatásokat egyszerre
engedünk érvényesülni, akkor mennyire diszperzálódik a rendszer. Ebben a
fejezetben a newtoni esetre korlátozódunk, mert az akusztikus szingularitás

















































































newtoni esetben, azonban még érdekesebb, hogy a fókuszálódás felbomlik, ha
megtörjük a szimmetriát. Azt találtuk, hogy a rendszer radiális eloszlásának
szórása az els® fókuszpont után gyorsan kisimul, ha a héjak kezd® adatait
(koordináták és sebességek) Gauss-eloszlásból származtatjuk.
Érdekességként megvizsgáltuk azt is, hogy az egyenletes eloszlású rend-
szerben okozott pici perturbációk, mint amilyen egy rés vagy anti-rés milyen
módon befolyásolja a dinamikát. Azt találtuk, hogy a radiális tömegközép-
ponthoz viszonyított relatív bels® mozgás drasztikus mértékben és igen rövid
id®n belül megváltozik csupán 1%-os perturbáció esetében is. A rés eseté-
ben a rés gyors kiszélesedését és kéregképz®dés jelenségét gyeltük meg a rés
szélén, majd hosszú távon a kiszélesedett üreg kifordulását. Antirés esetén
csomósodást gyeltünk meg az antirés körül.
Egy másik érdekes és a héjmodellben keveset tanulmányozott jelenség, a
tömeg ináció jelensége. A gravitációs tömeg negatívitása a képletekben már
korábban is megmutatkozott [87], de csak egyetlen ütközés vizsgálatára korlá-
tozódtak a vizsgálatok [67]. A héjformalizmus kiválóan alkalmas arra, hogy a
tömeg ináció jelenségét egy dinamikai folyamat végigkövetésével vizsgáljuk,
és ezt els®ként végeztük el. A tömeg inációval kapcsolatos eredményünk egy
analítikus becslés, mely szerint a tömeg legalább a (4.108) képletben megfo-
galmazott alsó korlát szerint robban fel. Ezt numerikusan is igazoltuk, és azt







































































































































































































































de Siter horizont kialakulásának alsó határa
pozitív felületi energiasűrűség felső határa
domináns energia feltételt kielégítő tartomány felső határa
stabil egyensúlyi tartomány alsó határa cso=1 esetén
stabil egyensúlyi tartomány alsó határa cso=0 esetén







































































































































































































változatlan álapotegyelet, porhéj sebessége zérus ütközéskor
változatlan álapotegyelet, porhéj sebessége zérus a végtelenben
változatlan felületi feszültség, porhéj sebessége zérus ütközéskor























































































































































Az eredmények összefoglalása megtalálható az egyes fejezetek végén. Ezen
eredmények tükrében a kitekintésben csak arra szeretnék röviden kitérni,
hogy az eredmények kapcsán milyen további kérdések merülhetnek fel, ame-
lyek alapján felvázolható, hogy milyen irányban érdemes tovább folyatni a
munkát ezen a területen.
Els®ként megjegyezem, hogy a gyors C++ programcsomag segítségével
számos más rendszer vizsgálata is elvégezhet®, amelyek a bevezet® fejezet-
ben felsorolásra kerültek, hiszen a dinamikai egyenletek a felsorolt esetek-
ben formálisan ugyanazok. Ha a dinamikában módosításra lenne szükség, az
könnyen megtehet®, hiszen a C++ forráskódok szabadon módosíthatók.
Doktori dolgozatom keretében három f® alkalmazással kapcsolatban ér-
tem el eredményeket. Els®ként az akusztikus szingularitást vizsgálatával sok
héjból álló rendszerekre. Ezek a vizsgálatok azonban por héj esetében ad-
nak releváns eredményeket, hiszen nem lenne konzisztens feltételezni, hogy a
részecskék között csak a felületre érint®leges kölcsönhatások hatnak, és radi-
álisan teljesen kölcsönhatás mentesen haladnak át egymáson. Érdemes lenne
tehát a héjmodellt általánosítani radiális kölcsönhatás bevezetésével, illetve
az ütközések típusát is általánosítani, hogy a részlegesen transzparens ütkö-
zések is vizsgálhatóvá váljanak. A héjak kezdeti sebességeloszlását is tovább
lehetne pontosítani összhangban a viriáltétellel. További érdekes kérdés, hogy
a héjrendszerek bels® relatív mozgása valóban kaotikus-e, és ha igen milyen
értelemben és milyen Ljapunov-exponenssel? Ezen a téren elképzelhet®, hogy
a numerikus szimulációk mellett elméleti becsléseket is lehet adni. Hasonlóan
érdekes kérdés, hogy az oszcillációk frekvenciáját meg lehet-e adni analíti-
kusan, és vastag héj esetében ez mérhet®-e bizonyos körülmények között egy
valódi rendszerben.
Az eredmények másik része a tömeg ináció jelenségével kapcsolatos. Ezt
a jelenséget kett®nél több héjból álló rendszer dinamikájával lehetne még
behatóbban tanulmányozni. Elméleti megfontolásokkal összhangban a nume-
rikus szimulációk is azt mutatják, hogy ilyenkor els®ként mindig a legbels®
héj gravitációs tömege válik negatívvá. Úgy t¶nik azonban, hogy mindig csak
a bels® héjnál lép fel az anomália, és a küls® héjak konvencionálisak módon
viselkednek.
Az utolsó nagy terület, amit érintettem dolgozatomban, a gravastarok
dinamikája, és stabilitásuk vizsgálata. A gravastar egy hipotetikus csillag-
modell, aminek stabilitását vizsgáltam egyetlen porhéj ráejtésével. A továb-
biakban vizsgálható lenne a gravastarok id®beli fejl®dése, amint a gravastar
folyamatosan anyagot szippant magába. Egy ilyen folyamat gömbszimmet-
ria esetén modellezhet® por héjak egymás utáni ütközésével. Azt is érdemes
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lenne megvizsgálni, hogy mi történik, ha a bees® anyag nem teljesen rugal-
matlanul ütközik, hanem egy része áthalad a gravastar kérgén. A gravastar
egy hipotetikus modell, amely lehet, hogy a természetben nem létezik, lehet-
séges azonban, hogy az eseményhorizont elkerülésére nincs is szükség. Ett®l
függetlenül a centrumban fellép® görbületi szingularitás egy er®sebb problé-
ma, amely a klasszikus általános relativitáselméleten belül nem jól kezelhet®.
Világos, hogy a fellép® végtlen görbület csak akkor kerülhet® el a klasszikus
elméletben, ha a térid® de Sitter-szer¶vé válik a központban. Ezen okfejtés
alapján, amíg a kvantumgravitációnak nincs koherens elmélete, addig feltét-
lenül érdemes lenne megvizsgálni a egy ilyen kicsi de Sitter buborék dinami-




Relativistic innitely thin spherical shells play an important role in va-
rious dynamical contexts ranging from microscopic to astrophysical systems
[1-51]. A fast numerical C++ code was made to be capable of following the
relativistic time evolution of systems comprising of great numbers of colliding
shells with arbitrary equation of states. Whenever two shells collide the evolu-
tion is continued with the assumption that the collision is totally transparent
or totally inelastic. Multi-layer shell systems are considered as approximate
models of thick shells, and this makes it possible to study the formation and
dynamics of acoustic singularities. The most important observations we have
made can be characterized by the key phrases: concentrations of subsets of
shells, formation of crusts' at the boundaries, reversing of the sides of gaps.
The analytic setup is chosen such that the evolution even inside the black
hole region can be carried out. This, in particular, allowed us to investigate
the mass ination phenomenon within the thin shell formalism. An estimate
explaining the main features of the blow-up behavior of the mass parameter
of the intermediate spacetime region is also provided.
There are more and more astrophysical observations justifying the exis-
tence of extremely compact massive objects with size close to their Schwarz-
schild radius. It is widely accepted that these observations also provide indi-
rect justications of the existence of black holes. Nevertheless, there are also
alternative ideas about claiming that exotic states of matter may exist which
could stabilize extremely compact stars. One of the most popular among
these types of black hole mimicking objects is the gravitational vacuum star
(gravastar) model which has received considerable attention not least beca-
use its relation to the concept of dark energy. In this model an interior de
Sitter spacetime region is connected to an outer Schwarzschild solution such
a way that no event horizon appears. In the last part of the dissertation the
radial stability of gravastars is studied by determining their response to the
arrival of a dust shell onto their surface. While in the analytic setup the
equation of state is kept to be generic, in the numerical investigations three
functionally distinct classes of equations of states are applied. In the corres-
ponding particular cases the maximal mass of the dust shell that may fall
onto a gravastar without converting it into a black hole is determined. For
those congurations which remain stable the excursion of their radius is as-
signed. It is found that even the most compact gravastars cannot get beyond
the lower limit of the size of conventional stars, provided that the dominant
energy condition holds in both cases. It is also shown that the better is a
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